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Penggunaan Gambar Rajah Nisbah LQ-Momen dalam Pemilihan Taburan Terbaik
(Application of LQ-Moment Ratio Diagram in Selecting the Best Distribution) 
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ABSTRAK
Kaedah momen merupakan salah satu teknik termudah dan sering digunakan dalam statistik hidrologi. Bagaimanapun, 
penganggar momen selalunya memberikan kualiti yang rendah dan tidak sebaik penganggar L-momen terutamanya untuk 
taburan dengan tiga parameter atau lebih. Pada masa kini, banyak kajian analisis frekuensi serantau dalam hidrologi 
menggunakan gambar rajah nisbah L-momen untuk memilih taburan yang sesuai bagi data hidrologi dan meteorologi. 
Kelebihan utama gambar rajah nisbah L-momen adalah pemilihan beberapa taburan yang sesuai boleh dilakukan 
menggunakan satu graf sahaja. Tujuan utama kertas ini untuk melihat kembali LQ-momen dan untuk membangunkan 
gambar rajah LQ-momen berdasarkan penganggar median. Menggunakan data aliran banjir dari 73 buah stesen 
dalam Semenanjung Malaysia, kami meninjau kesesuaian pelbagai model kebarangkalian menggunakan gambar rajah 
nisbah LQ-momen dan dibandingkan dengan gambar rajah nisbah L-momen. Hasil kajian menunjukkan gambar rajah 
nisbah LQ-momen secara umumnya memberikan keupayaan yang baik sebagaimana gambar rajah nisbah L-momen 
dalam memilih taburan frekuensi dan ini membuatkan ianya sesuai untuk dijadikan sebagai pilihan yang menarik untuk 
digunakan dalam analisis frekuensi banjir.
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ABSTRACT
The method of moments has been one of the simplest and conventional parameter estimation techniques used in statistical 
hydrology. However, moment estimates are usually inferior in quality and generally not as efficient as the L-moment 
estimates, especially for distribution with three or more parameters. Of late, many regional frequency studies in hydrology 
use the L-moment ratio diagram to select the most appropriate distribution of hydrologic and meteorological data. An 
advantage of L-moment ratio diagrams is that one can compare the fit of several distributions using a single graphical 
instrument. The purpose of this paper is to revisit the LQ moments and to develop the LQ-moments ratio diagrams based 
on median estimator. Using flood-flow data at 73 stations in Peninsular Malaysia, we explored the suitability of various 
flood frequency models using LQ-moments ratio diagrams compared with L-moments ratio diagrams. The result shows 
that the new diagrams perform as well as L-moments ratio diagrams for selecting a suitable frequency distributions and 
makes it an attractive option in flood frequency analysis.
Keywords: L-moments; Moments, L-moment ratio diagrams; LQ-moments; regional frequency
PENGENALAN
Kaedah momen merupakan salah satu kaedah penganggar 
parameter yang tertua dan digunakan dengan meluas 
dalam hidrologi statistik. Dalam kaedah ini, parameter 
taburan diperolehi dengan menyamakan momen sampel 
dengan momen teori bagi taburan yang sepadan bagi 
menghasilkan sistem persamaan tak linear yang biasanya 
boleh diselesaikan dengan mudah. Bagaimanapun, kaedah 
ini menghasilkan anggaran parameter yang kurang tepat 
terutamanya apabila saiz sampel kecil dan/atau sistem 
persamaan yang terhasil melibatkan melibatkan pekali 
kepencongan atau kurtosis sebagai parameter.
 Hosking (1990) telah memperkenalkan kaedah 
L-momen, yang serupa dengan kaedah momen. Penggunaan 
teori L-momen begitu meluas digunakan dalam pelbagai 
bidang seperti dalam kejuruteraan awam, metereologi 
dan kejuruteraan (Hosking & Wallis 1997: Vogel & 
Fennessey 1993). Kaedah L-momen lebih teguh dan 
mudah pengiraannya dalam menganggar parameter untuk 
sebarang taburan berbanding dengan kaedah momen 
atau kebolehjadian maksimum terutama untuk sampel 
bersaiz kecil. Kelebihan utama L-momen adalah ianya 
memberikan anggaran parameter yang saksama, lebih tepat 
dan kurang dipengaruhi oleh data terpencil berbanding 
kaedah momen biasa (Hosking & Wallis 1997).
 Hosking (1990) juga telah memperkenalkan gambar 
rajah nisbah L-momen yang begitu berguna dalam 
memilih sesuatu taburan dalam analisis frekuensi banjir 
serantau. Vogel dan Fennessey (1993) memberikan 
kajian yang terperinci mengenai kekuatan gambar rajah 
nisbah L-momen berbanding dengan gambar rajah nisbah 
momen biasa. Contoh penggunaan gambar rajah nisbah 
L-momen boleh didapati pada hasil kajian-kajian yang 
dibuat oleh Vogel et al. (1993), Hosking dan Wallis (1997), 
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Sankarasubramanian dan Srinivasan (1999); Sveinsson et 
al. (2002), Kumar et al. (2003), Kjeldsen et al. (2003), Lim 
dan Lye (2003), Kumar & Chatterjee (2005) dan  Atiem 
dan Harmancioglu (2006).
 Mudholkar dan Hutson (1998) telah membangunkan 
suatu kaedah momen yang mempunyai ciri-ciri yang 
sama seperti kaedah L-momen yang dikenali sebagai 
LQ-momen. Mereka telah memperkenalkan kaedah 
LQ-momen berdasarkan rumus trimin, Gaswrith dan 
median, dan penganggar quasi-kuantil digunakan untuk 
mendapatkan anggaran LQ-momen sampel. 
 Dalam kajian ini kami cuba memperluaskan kembali 
hasil kajian yang dibuat oleh Mudholkar dan Hutson 
(1998) dengan membina rumus bagi membangunkan 
gambar rajah nisbah LQ-momen berasaskan taburan 
GEV (Generalized extreme value), GL (Generalized 
Logistic), LN3 (Lognormal 3) dan GP (Generalized 
Pareto). Penganggar bagi kuantil berdasarkan kuantil tak 
berparameter diperkenalkan untuk mendapat anggaran bagi 
LQ-momen sampel. Keupayaan gambar rajah nisbah LQ-
momen kemudiannya dibandingkan dengan gambar rajah 
nisbah L-momen berdasarkan data aliran banjir maksimum 
tahunan di Semenanjung Malaysia. Pengujian statistik 
berasakan nisbah LQ-momen digunakan bagi menentukan 
taburan terbaik.
TAKRIF L-MOMEN
Katakan x1, x2 …, xn adalah sampel rawak bersaiz n 
daripada populasi selanjar dengan fungsi taburan kumulatif 
F(x)  dan x1:n ≤ x2:n ≤ … ≤ xn:n adalah statistik tertib yang 
berpadanan. L-momen ke-r bagi taburan kebarangkalian 
ditakrifkan sebagai (Hosking 1990)
  (1)
 L-momen boleh juga diungkapkan sebagai gabungan 
linear bagi momen berpemberat kebarangkalian, br iaitu:
 
  (2)
dengan br ditakrifkan sebagai
        
  (3)
 Penganggar saksama bagi br, secara umumnya 
ditakrifkan sebagai
  (4)
 Empat L-momen yang pertama dalam sebutan br, 
diberikan oleh:
  (5)
Sebagaimana nisbah momen biasa, pekali variasi, CV = 
s/μ, kepencongan (CS) dan kurtosis (CK), Hosking (1990) 
mendefinasikan nisbah L-momen sebagai berikut:
  L-pekali varisi (LCV), (6)
 
 L- kepencongan (LCS) dan  (7)
 
  L- kurtosis (LCK). (8)
LQ-MOMEN
Mudholkar dan Hutson (1998) telah mendefinisikan LQ-
momen ke-r, ζr sebagai
  r = 1, 2, … (9)
dengan 
 
(10)
     
0 ≤ a ≤ 1/2, 0 ≤ p ≤ 1/2 dan  adalah kuantil ke-a 
bagi pemboleh ubah rawak beta dengan parameter r – k 
dan k + 1. 
 Daripada (1) dan (9) didapati LQ-momen adalah 
serupa dengan L-momen kecuali jangkaan E[.] bagi (1) 
digantikan dengan τp,a(.) iaitu ukuran lokasi bagi statistik 
tertib Xr–k:r. Oleh sebab dalam kajian ini rumus median (p 
= 0.5, a = 0) dipertimbangkan, maka (10) boleh ditulis 
sebagai:
 
 Empat LQ momen yang pertama bagi pemboleh ubah 
rawak X bagi persamaan (9) diberikan oleh:
 
 
  (11)
 Ukuran pekali kepencongan dan kurtosis berdasarkan 
nisbah LQ-momen disebut LQ-kepencongan dan LQ-
kurtosis masing-masing diberikan oleh
 
 η3 = ξ3/ξ2     dan     η4 = ξ4/ξ2 (12)
ANGGARAN BAGI LQ-MOMEN
LQ-momen boleh dianggarkan secara terus dengan 
menggunakan penganggar kuantil berdasarkan statistik 
tertib dan digabung dengan persamaan (9). LQ-momen 
sampel ke-r boleh ditulis sebagai
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  (13)
dengan 
 Anggaran bagi LQ-kepencongan dan LQ-kurtosis 
masing-masing diberikan oleh
  dan    (14)
PENGANGGAR KUANTIL
Banyak penganggar kuantil telah dibangunkan dan 
digunakan dengan meluas dalam statistik (Huang 2001; 
Huang & Brill 1999). Dalam kertas ini hanya satu 
rumus kuantil tak berparameter dipertimbangkan bagi 
menganggar kuantil populasi
 
  (15)
dengan 
Kh(a) = h–1(a / h),  h = [u(1 – u)/(n + 1)]1/2 dan  K(t) = [2π]–1/2 
(Sheather & Marron 1990).
TABURAN KEBARANGKALIAN
Empat taburan kebarangkalian dengan tiga parameter iaitu 
taburan GEV (Generalized extreme value), GL (Generalized 
Logistic), LN3 (Lognormal 3) dan GP (Generalized 
Pareto) dipertimbangkan dalam kajian ini. Taburan ini 
dipilih kerana ianya merupakan taburan yang paling 
kerap digunakan dalam analisis frekuensi banjir banjir 
di beberapa buah negara (Atiem & Harmancioglu 2006; 
Hosking & Wallis, 1997; Kumar et al. 2003; Lim & Lye 
2003; Vogel et al. 1993). Fungsi taburan kumulatif, fungsi 
taburan songsangan dan nisbah L-momen bagi taburan 
kajian ditunjukkan dalam Jadual 1. 
GAMBAR RAJAH NISBAH L-MOMEN DAN LQ-MOMEN
Rajah nisbah L-momen telah diperkenalkan oleh Hosking 
(1990) bagi menggambarkan hubungan antara LCS dan LCK 
(atau LQCS dan LQCK). Di atas rajah LCS melawan LCK, 
setiap taburan dengan tiga parameter dapat digambarkan 
sebagai satu keluk garisan. Rajah nisbah L-momen boleh 
digunakan untuk membandingkan anggaran sampel 
L-momen dan L-momen teori dan menentukan taburan 
terbaik dipadankan dengan data di setiap stesen. Kelebihan 
utama rajah ini adalah sesuatu set cerapan data boleh diuji 
kesesuaiannya dengan beberapa taburan menggunakan 
hanya satu gambar rajah.
GAMBAR RAJAH NISBAH L-MOMEN
Hubungan antara τ3 dan τ3 bagi taburan kajian diperolehi 
oleh Hosking (1990) seperti yang ditunjukkan Jadual 
1 digunakan bagi membina gambar rajah nisbah 
L-momen.
RAJAH NISBAH LQ-MOMEN
Bagi membina gambar rajah nisbah LQ-momen, hubungan 
antara η3 dan η4 sesuatu taburan digunakan. Nisbah LQ-
momen boleh ditulis sebagai:
  
 
 
dengan Q0(F)untuk setiap taburan seperti pada Jadual 1.
 Oleh sebab η3 dan η4 hanya bersandar kepada nilai k, 
maka hubungan antara nilai η3 dan η4 dapat dibina iaitu 
dengan menetapkan nilai k supaya nilai η43 berada dalam 
julat –1 dan 1. Ungkapan η4 sebagai fungsi bagi η3 dapat 
diungkapkan dalam bentuk penghampiran polinomial 
peringkat ke-8 berikut:
 
 Penghampiran polinomial bagi η4 dalam sebutan η3 
untuk taburan ditunjukkan dalam Jadual 2.
RALAT MUTLAK
Ukuran ralat mutlak (MRM) digunakan dalam kajian ini 
untuk menguji kesesuaian taburan dipadankan dengan 
data. RM untuk kaedah L-momen dan LQ-momen masing-
masing ditakrifkan sebagai: 
  
 
dengan τ4[t3(i)] adalah L-kurtosis teori pada nilai 
L-kepencongan sampel di stesen i, t3(i) dan  t4(i) 
adalah L-kurtosis yang berpadanan dengan L-kurtosis 
teori  η4[η3(i)] adalah LQ-kurtosis teori pada nilai LQ-
kepencongan sampel di stesen i, η3(i) dan η4(i)adalah 
LQ-kurtosis yang berpadanan dengan LQ-kurtosis sampel 
yang berpadanan dengan LQ-kurtosis teori. Taburan yang 
menghasilkan nilai RM terkecil adalah taburan terbaik 
dipadankan dengan data di setiap stesen.
DATA KAJIAN
Dalam kajian ini data aliran sungai tahunan maksimum 
di Semenanjung Malaysia diperolehi daripada Jabatan 
Perparitan dan Saliran Malaysia dipertimbangkan. 
Sebanyak 73 stesen dengan rekod bersaiz 15 hingga 43 
tahun digunakan. Statistik ikhtisar seperti min aliran banjir, 
pekali kepencongan (Cs) dan kurtosis (Ck) berasaskan 
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dan τ4 bagi data banjir untuk setiap stesen diplotkan dalam 
Rajah 1 bersama-sama keluk taburan GEV, GL, LN3 dan 
GP. Sebahagian daripada nilai τ3 dan τ4 bagi siri data banjir 
didapati berada di atas garis lengkungan taburan LN3 dan 
GEV dan sebahagian lagi berada di bawah lengkungan 
garisan tersebut. Rajah nisbah L-momen yang ditunjukkan 
dalam Rajah 1 didapati agak sukar bagi menentukan taburan 
yang terbaik dipadankan dengan data keseluruhan kajian.
 Rajah 2 menunjukkan taburan η3 dan η4 bagi data aliran 
banjir diplotkan bersama-sama keluk garisan GEV, GL, LN3 
dan GP berdasarkan kaedah LQ-momen. Keluk gambar 
rajah LQ-momen untuk taburan kajian hampir sama dengan 
keluk gambar rajah L-momen. Nilai η3  dan  η4 bagi data 
sampel kebanyakan tertabur di atas garis lengkungan 
taburan GL, ini menunjukkan taburan GL adalah taburan 
terbaik dipadankan dengan data aliran banjir di seluruh 
Semenanjung Malaysia.
HASIL ANALISIS STATISTIK RM
Nilai ralat mutlak (RM) untuk kaedah L-momen dan 
LQ-momen untuk setiap data keseluruhan Semenanjung 
Malaysia dikira untuk setiap taburan. Empat taburan 
kemudiannya disusun mengikut nilai statistik RM dengan 
skala 1 hingga 4, dengan 1 menggambarkan taburan 
terbaik dipadankan dengan data. Kedudukan taburan 
kebarangkalian terbaik berdasarkan sebutan RM dapat 
ringkaskan seperti ditunjukkan dalam Jadual 4. 
JADUAL 1. Fungsi taburan, kuantil bagi taburan, L-kepencongan τ3 dan L-kurtosis,  τ4  
Fungsi Taburan Kuantil Bagi taburan 
Q(F) = ω+δQ0(F)
L-Kepencongan τ3 
L-Kurtosis,  τ4
GEV
F(x) = exp
GL
F(x) = 
GP
F(x) = 1–
LN3
F(x) = Φ
* Φ(.) adalah fungsi taburan kumulatif bagi taburan normal piawai
   Φ-1(.) adalah fungsi taburan normal piawai songsang
JADUAL 2. Penghampiran polinomial bagi η4 sebagai 
fungsi bagi  η3 
Taburan GEV GL LN3 GP
W0 0.10515 0.15260 0.11628 -0.00464
W1 0.11217 0.0 0.0 0.23021
W2 0.81497 0.82311 0.80113 0.82549
W3 -0.00707 0.0 0.0 -0.02245
W4 -0.03477 -0.03504 -0.03478 -0.03174
W5 0.00481 0.0 0.0 0.01066
W6 0.00227 0.00338 0.00231 -0.00084
W7 -0.00046 0.0 0.0 -0.00003
W8 0.00013 -0.00010 0.00019 0.00033
L-momen dan LQ-momen bagi setiap stesen dapat 
ditunjukkan dalam Jadual 3. 
HASIL KAJIAN
HASIL KAJIAN BERDASARKAN GAMBAR RAJAH L-MOMEN
Hanya stesen yang mempunyai cerapan data melebihi 15 
tahun digunakan dalam kajian ini bagi mengelakkan ralat 
yang disebabkan rekod data yang terlalu pendek. Nilai  τ3 
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RAJAH 2. Rajah nisbah LQ-Momen bagi taburan data aliran 
maksimum tahunan di Seluruh Semenanjung Malaysia
RAJAH 1. Rajah nisbah L-Momen bagi taburan data aliran 
maksimum tahunan di Seluruh Semenanjung Malaysia
JADUAL 3. Ciri-ciri kawasan tadahan dan statistik ikhtisar bagi aliran banjir  maksimum 
tahunan Sungai di Semenanjung Malaysia
bersambung
  Pekali Pekali Pekali
Long. Min Variasi Kepencongan Kurtosis
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JADUAL 4. Kedudukan kesesuaian taburan dipadankan dengan data aliran banjir 
tahunan maksimum di Seluruh Semenanjung Malaysia
Kaedah L-Momen
Bilangan Kedudukan Taburan
Kaedah LQ-Momen
Bilangan Kedudukan Taburan
Taburan 1 2 3 4 1 2 3 4
GEV 10 37 25 1 10 31 27 5
GL 30 4 10 29 32 5 13 23
LN3 10 28 33 2 8 32 28 5
GP 23 4 5 41 23 5 5 40
Sambungan (JADUAL 3)
  Pekali Pekali Pekali
Long. Min Variasi Kepencongan Kurtosis
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 Hasil analisis berdasarkan kaedah L-momen, 
menunjukkan bahawa taburan GL memberikan permadanan 
yang terbaik dipadankan dengan data sebanyak 30 buah 
stesen diikuti oleh taburan GP sebanyak 23 stesen, GEV dan 
LN3, masing-masing 10 buah stesen. Kedudukan taburan 
kedua terbaik tertinggi adalah taburan GEV, diikuti oleh 
taburan LN3, GL atau GP. Taburan LN3 dan taburan GP 
masing-masing didapati menghasilkan kesesuaian tertinggi 
pada kedudukan ke-3 dan kedudukan ke-4. 
 Keputusan yang hampir sama juga diperolehi 
berdasarkan kaedah LQ-momen. Taburan GL juga 
memberikan kedudukan permadanan terbaik tertinggi 
diikuti oleh taburan GP, GEV dan LN3. Taburan LN3 
didapati memberikan kesesuaian tertinggi pada kedudukan 
ke-2 dan ke-3, manakala GP tertinggi untuk kedudukan 
ke-4. 
KESIMPULAN
Tujuan utama kajian ini adalah untuk melihat keupayaan 
kaedah LQ-momen dalam menentukan taburan yang 
terbaik yang dapat dipadankan dengan data aliran tahunan 
maksimum di Semenanjung Malaysia. Nisbah LQ-momen 
berdasarkan rumus median bagi taburan GEV, GL, LN3, GP 
dan P3 dibangunkan dan gambar rajah nisbah LQ-momen 
dibina bagi menentukan taburan terbaik berdasarkan 
pemerhatian. Pengujian statistik ralat mutlak (MR) 
digunakan bagi menentukan dan mengesahkan taburan 
kebarangkalian yang terbaik yang dapat dipadankan 
dengan data. 
 Hasil analisis pemilihan taburan terbaik yang 
dibuat berdasarkan nisbah LQ-momen dibandingkan 
dengan nisbah L-momen mendapati kedua-dua momen 
memberikan hasil keputusan yang hampir sama iaitu 
taburan GL didapati sesuai digunakan untuk dipadankan 
dengan data aliran tahunan maksimum di Semenanjung 
Malaysia.
 Hasil kajian ini mendapati rumus nisbah LQ-momen 
bagi taburan dengan tiga parameter lebih ringkas dan 
menghasilkan hasil yang hampir sama berbanding 
nisbah L-momen, menjadikannya kaedah alternatif bagi 
menentukan taburan terbaik untuk dipadankan dengan 
data.
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